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Resume. On donne des preuves combinatoires simples des identitds dites “d’Abe1” et on montre 
la connexion de ces identitds avec des dinombrements de certaines familles d’applications d’un 
ensemble fini dans lui-mbme. 
1. 
U 
Introduction 
Sous le titre “identites d’Abel”, nous regroupons comme Riordan 
I, 121 la celebre g&k-alisation par Abel [ 1 ] de la formule du binbme 
&+a)” = C (f)a(a-kkb)k-l (x+ kbrpk 
O<k<n - - 
peut-etre plus connue sous la forme symetrique 
oii p,(x) = x(x + a)n-l sont les polynomes d’Abe1, ses generalisations 
par Hurwitz [ 61 multinomiales ou g plus de deux variables, et encore 
d’autres formules du meme genre, comme celle de Cauchy: 
c (p (x + k)k (y + n - k)n-k = c (F) k! (x + Y + n)n-k . 
k 
Nous y ajoutons des identitis appelees par Gould [ 51 formules d’Abel- 
Rothe comme 
Lf+yl”= cc;, [Xlk [Yin-k , 
k 
oh [x]n =x(x+a) . . . (x + (n - 1)a) est le polynbme factoriel. 
* Premiere version revue le 21 mars 1972. 
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Le propos de cet article est de donner des preuves combinatoires simples 
de ces identites. Plus precisement, on montrera que chaque identite a pour 
origine deux denombrements distincts d’une meme famille de mots sur un 
alphabet fini. La connexion souvent remarquee entre des identites d’Abe1 
et des denombrements de familles d’applications d’un ensemble fini dans 
lui-meme, est ici systematiquement mise en evidence en faisant corre- 
spondre biunivoquement a une telle famille d’applications une famille de 
mots. 
Nous avons applique cette methode a un grand nombre d’applications 
d’un ensemble fini dans lui-meme pour obtenir de nouvelles identites re- 
marquables; mais dans aucun cas ces nouvelles identites n’admettaient 
une expression algebrique simple. C’est pourquoi on ne trouvera dans 
cette article que des formules classiques. 
Signalons que la formule de Hurwitz apparait comme consequence de 
deux denombrements distincts d’un meme ensemble dans [ 7 j et [ 81, 
tandis que les formules de type “binomial” verifiees par les polynomes 
d’Abe1 et les polynomes factoriels et don&es ci-dessus, apparaissent 
comme consequence d’idees plus g&k-ales dans [ 41 et [ 91. 
Dans la section suivante, nous donnons les definitions et notations 
necessaires, nous rappelons une classification des applications d’un en- 
semble fini dans lui-meme ainsi que le “codage de Foata-Fuchs” de ces 
applications [3] qui sera l’outil essentiel pour prouver les identites d’Abe1 
a la Section 3. La Section 4 est consacree aux formules d’Abel-Rothe 
dont la preuve ne necessite pas le codage de Foata-Fuchs mais unique- 
ment des proprietes elementaires d’une famille d’applications. 
2. Les applications d’un ensemble fini dans lui-meme et le codage de 
. Foata-Fuchs 
Pour tout entier n positif, nous noterons [n] l’ensemble (1, 2, . . . , nl 
et F, l’ensemble des applications de [n ] dans [n 1. Pour simplifier, on 
appellera fonction une telle application. 
Nous aurons besoin de la notion d’orbite d’une fonction: si i et j sont 
dans [n], on dit que i et 1 sont iquivalents pour f E F,, s’il existe-deux 
entiers positifs k et 2 tels que fk(i) = fz( j); cette relation est une relation 
d’equivalence sur [n] dont les classes sont appelees orbites de J: 
Soit f E F, ; on appelle ensemble des klBments r&currents de f et on le 
note Rp Ze plus grand sous-ensemble de [n] tel que la restriction de f i 
R, soit une,permutation nf. Un cycle de la permutation rrf est aussi ap- 
pele cycle deJ: 
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On appelle fonction ind&omposabZe toute fonction n’ayant qu’une 
seule orbite; on appelle fonction acyclique toute fonction f~ F, telle que 
7rf soit la permutation identique; une fonction acyclique ayant un seul 
point fini est appelee une arborescence. Le graphe lineaire d’une fonction 
acyclique est une for-et euracinee labellee, celui d’une arborescence est un 
arbre enracine labelle. Un point fixe est encore appele une racine. 
On notera A, l’ensemble des fonctions de F, qui sont acycliques et 
A n,k l’ensemble des fonctions de A, qui ont k point fixes. 
Nous donnons maintenant le codage de Foata-Fuchs [3] sans demon- 
stration. 
Soit f E Fn; on note Zfl’ensemble [n] \ f(M). Soient xl, n2,. . . , Q, 
0 < k 5 n, Zes orbites de nf et soient pour i = 1, 2, . . . , k, 
yi=max(x: xE7Ti}. 
Pour tout i = 1, 2, . . . , k, on construit le mot 
Soit ( Yjl, Yj2, . . . , yjk) la suite croissante des entiers {yl, y2,. . . , yk). A 
l’aide des mots Ui, i E [k], on construit le mot 
wO = Vjl Ujz e * s Vjk s 
Soit maintenant (zr, z3, . . . , zp) la suite croissante des elements de Zf. 
On va construire par recurrence une suite de mots (wo, wl, . . . , wp) oti 
w. est le mot defini ci-dessus. Supposons construite la suite (wo, wr,. . . , %) 
pour un entier k, 0 < k < p; soit mk le plus petit entier m > 0 tel que 
p (zk) est une lettre du mot w. wt. . . wk_l. Alors on pose 
Wk = f mk(zk)fnk-’ (.$) . . . f (zk) . 
On appelle codage de Foata-Fuchs I’application 9 qui a toute fonction 
f E F, fait correspondre le mot w = s(f) E [n]n defini par 
w=wowl... wp. 
Les deux proprietes essentielles du codage de Foata-Fuchs sont les 
suivantes: 
( 1) I’application cp : F,, + [nln est une bijection; 
(2) pour tout f E F,, le mot q(f) est un rearrangement du mot 
fWf(2) . . . f(n). 
Exemple 2.1. Considerons pour n = 9, l’application suivante: 
x= 123456789, 
f(x)=858482323. 
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On a R,,=12, 4, 5, 81, nl n2 ={4), ={ 2, 5, 8)et w. = 4 8 5 2; d’autre part, 
Ff= (I, 6, 7, 9} done p = 4, et on a: 
WI = 8, w2 = 2, 
w3 = 83, w4 = 3. 
D’oug(f)=w=485282833. 
Cette application a deux orbites: (4.1 et 11, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 91. 
Convention. Dans la suite on identifiera une fonctionf E F, avec le mot 
Q(f) =f(l)f(2) - * - .m> 
et toute partie E de F, avec la somme formelle Q! (E) = C {a (f): f E E). 
La notation suivante sera tres utile: si E, et E, sont des ensembles de 
mots, alors l’ensemble des mots de la forme w1 w2, avec w1 dans E, et 
w2 dans E2, sera note E, E,. 
On utilisera systematiquement l’image abelienne d’un ensemble E de 
fonctions de F,, c’est-a-dire l’image abelienne de e(E). Pour clarifier les 
notations on substitue, dans cette image abelienne, l’indeterminee Xi a 
toute lettre i E [n]. L’image abelienne de E devient alors un polyn6me 
en les indeterminees x1, x2,. . . , x, qu’on notera pE(xl, x2, . . . , xn) et 
qu’on appellera polyn6me~2numi)rateur de E. En effet, le coefficient 
d’un monome x:1 x:2.. . xn hn dans le developpement en monkjmes de ce 
polynome est un entier qui compte le nombre de mots de E qui ont A, 
occurences de la lettre 1, h, occurences de la lettre 2, etc. Si on remplace 
dans le polynome enumerateur de E toutes les indeterminees par 1 
(l’unite de l’anneau des polynemes) sauf xi,, Xi,, . . . , Xik, on dira qu’on 
ob tient le polyn6me humkrateur de E par nombre d ‘occurrences des 
Zettres i,, i,, . . . , i,. 
Les deux proprietes essentielles du codage Foata-Fuchs conduisent 
immediatement au lemme fondamental suivant. 
Lemme 2.2. Soit E t F, et p(E) = I2 {p(f): f E E) l’image de E par le 
codage de Foata-Fuchs. Alors les polynhmes thumhateurs de E et q(E) 
son t identiques. 
Nous ferons egalement un usage frequent du Zemme de factorisation 
suivant, dont la preuve est immediate. 
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Lemme 2.3. Soit (II, I,) une partition de [n] et soit E, (respectivement 
E2) un ensemble de fonctions de I, (respectivement I,) dans hi-mime. 
Si E est l’ensemble des fonctions dont la restriction ti I, (respectivement 
12)appartient h E, (respectivement E2), le polynbme hum&-ateur de E 
est le produit des polyndmes knumkrateurs de E, et de E,. 
3. IdentittS d’Abe1 
Proposition 3.1. Soit E 1 ‘ensemble des arborescences de Fn+l ayant un 
entier i E [n + 11 donni comme point fixe. Le polyn6me hum&-ateur de 
E est 
+x1 + x2 + . . . + Xn+l)n-l . 
Preuve. Le codage de Foata-Fuchs de toute fonction de E est de la 
formeiiwavecwE [n+l] n-l. Reciproquement, tout mot de cette 
forme est le codage de Foata-Fuchs d’une arborescence de racine i. On 
peut done ecrire 
p(E) = ii [n + 1 Jnwl 
La formule cherchee s’obtient par le Lemme 2.2 et en prenant l’image 
abelienne de g(E). 
Remarquons que cette formule est valable pour n = 0 en posant 
XiXrl= 1. 
Riordan [ lo] a prouve le resultat suivant : 
Corollaire 3.2. Le polyndme knumkrateur des fonctions acycliques de F, 
par nombre de points fixes est le polyn6me d’Abe1 p,(x) = x(x + n)“-l. 
Preuve. Par definition, ce polynome est 
P(X) = c xk Card A, k . 
O<k<n 9 - - 
A tOUte fOnCtiOn f E An,k on fait correspondre l’arborescence f’ E An+l,l 
definie de la facon suivante: pour i E [n 1, 
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f’(i) = ni3-i si f(i)=i, 
f’(i) =f(i> si f(i) # i, 
de plus 
f’(n+l)=n+l. 
11 est bien connu (voir p. ex. [ 2, tome 1, p. 851) que cette correspon- 
dance entre A, et l’ensemble des arborescences de Fn+r ayant n + 1 pour 
racine, est bijective. De plus, si f E A, a k points fixes, alors dans f’ la 
lettre n + 1 a k + 1 occurrences, par definition de f ‘. Done Card A,, est 
le coefficient de xi 1: dans le polynome enumerateur de l’ensemble des 
arborescences de Fn+r ayant n + 1 pour point fixe, par nombre d’occur- 
rences de la lettre n + 1. D’apres la proposition precedente, en posant 
X=X,+~,X~=X~=...=X,=I,~~~ 
x p(x) = x2(x + n)“-’ = x p,(x) . 
Proposition 3.3. Soit E l’ensemble des fonctions de Fn+I indkomposables 
pour Eesquelles n + 1 est rhrrent. Le polynhme humhateur de E par 
nombre d’occurrences de n + I est x(x + n)n et on a l’identite’ 
(x + n)n = c ({)k!(x+k)(x+n)n-k-l 
OLk<n 
Preuve. Le codage de Foata-Fuchs de toute fonction de E est un mot 
de la forme n + 1 w, w E [n + l]? Reciproquement, tout mot de cette 
forme est le codage de Foata-Fuchs d’une fonction de E. En d’autres 
termes on a p(E) = n + 1 [n + 11”. D’apres le Lemme 2.2, en prenant 
l’image abelienne de p(E) on obtient le polynbme enumerateur de E, 
soit 
pE(Xl,X2 se.. ,x,+l)=xn+l(xl +X2+..‘+Xn+l)n * 
Le polynome knumerateur de E par nombre d’occurrences de n + 1 est 
obtenu en faisant x,+~ = x, x1 = x2 = . . . = x, = 1. 
Soient les ensembles E,, E,, . . . , En definis de la facon suivante: pour 
k=O, 1, .._, n, l’ensemble Ek se compose des fonctions de E qui ont 
k+ 1 elements recurrents. Ces ensembles forment evidemment une parti- 
tion de E et on a 
PE = c PEk . 
Olk-<n 
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Si f est dans I& alors le mot p(f) est de la forme n + 1 w 1 u w2 oti 
(1) w1 est de longueur k, a toutes ses lettres distinctes et n + 1 n’y 
figure pas; 
(2) u est soit n + 1 soit une lettre de wr ; 
(3) w2 est dans [n + l]n-k-r. 
Reciproquement, tout mot verifiant ces propriMs est le codage de 
Foata-Fuchs d’une fonction de ,!Zk, 
Le polynome &urn&-ateur de I?k a une expression assez compliquee, 
mais qui se simplifie si on se restreint au polynome enumerateur de E, 
par nombre d’occurrences de n + 1. Toujours par le Lemme 2.2 et en 
posantx,+r =x,x1 =~~=...=x~=1,ontrouvepourtoutk=0,1,...,n, 
P&(x) = x (;) k! (x + k) (x + n) n-k-l 
En rassemblant tout ces resultats, on obtient l’identite cherchee. 
Remarque,3.4. On aurait obtenu les memes resultats en considerant, au 
lieu de E, la famille des fonctions de Fn+r pour lesquelles l’entier 1 est 
point fixe. 
Nous allons maintenant donner une preuve de la generalisation par 
Hurwitz [ 61 de l’identite d’Abe1. L’extension multinomiale de cette 
identite se prouve sans plus de difficult& si ce n’est de notation. C’est 
avec le meme souci d’alleger les notations que nous demontrons les 
autres identites de cet article dans le cas binomial. Les methodes em- 
ployees dans la preuve de l’identite de Hurwitz montrent clairement la 
voie a suivre pour g&Graliser au cas multinomial. 
Proposition 3.5. Si x1, x2, zl, .z2, . . . , z, sont des 
commutent on a l’identitk 
(3.1) (X1 +x2) (x1 +x2 +zl +z2 +. . . +z,y-1 = 
indktermin&es qui 
‘cxl(xl +elzl +e2z2+, . .+fnzn)e1+e2+...+Fn-1 
x2(x2 + (1 -‘r)Z1 + (1 -E2)Z2)+. . .+( l-e&,) 
1-E1+1--f2+...+1-~-l 
9 
oti la sommution est ci faire sur tous les Ei, i = 1, 2, . . . , n, valan t 0 ou 1. 
En particulier, sizI = z2 = . . . = z, = a, on a li’dentiti d’Abe1 
(3.2) P,($ +x2) = c (;)P#l)Pn_&) 9 
k 
oh p,(x) est le polyndme d’Abe1 x(x + na)n-l. 
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Preuve. Soit E I’ensemble des fonctions de A, +*,* dont les se&s points 
fixes sont 1 et 2. Le codage de Foata-Fuchs d’une fonction f de E est 
un mot p(f) = 1 2 u w ou u soit 1 soit 2 et w E [n + 21n-l ; reciproque- 
ment, tout mot de cette forme est le codage de Foata-Fuchs d’une 
fonction de E. Par le Lemme 2.2, le polynome enumerateur de E est 
I’image abelienne de p(E) = I 2 [ 21 [n + 21n-l, c’est-a-dire 
pE(Xl’ X2’ * . * 7 xn+*) =x1 x2 (x1 +x2)(x1 +x2 +. . .+x,+p. 
Pour nous ramener aux notations de Hurwitz, qui sont celles de Y&once, 
posons z1 = x3, z2 =x4, . . . , z, = x,+~. Alors &(x1, x2, zr, z2’ - - - ’ zn) 
est, au facteur x1 x2 pres, le premier membre de (3.1). 
Pour obtenir le second membre de l’identite (3. l), partitionnons E en 
les sous-ensembles de fonctions qui ont memes orbites; plus precisement , 
si I = (I,, I,) est une partition de [n + 21 telle que 1 appartient a I, et 2 
a 12, soit E, c E le sous-ensemble des fonctions de E dont les orbites sont 
I1 et I,. Alors on a 
(3.3) PE =cp~ oh la sommation s’etend a toutes les partitions I de 
[n + 21 verifiant 1 E I, et 2 E I,. 
Considerons alors un sous-ensemble El pour I fixe; tout d’abord E, 
verifie les hypotheses du Lemme 2.3 de factorisation en appelant El 
(respectivement E,) l’ensemble des applications de I, (respectivement I,) 
dans lui-meme qui sont des arborescences de racine 1 (respectivement 2). 
Done le polynome enumerateur de E, factorise et les termes de la fac- 
torisation sont donnes par la Proposition 3.1; on a done 
(3.4) &(X1, X2, 21, 59 . . . 9 Zn) = 
= xf (xl+C{zi: i E I,, i f l})Card’1-2X~(x2+Z{~i: iEI,, i#2~)Card’2-2 
En regroupant (3.3) et (3.4), on obtient le second membre de (3.1) au 
facteur x1 x2 pres et sous une forme legerement differente. 
Remarque 3.6. Si on fait dans I’identite d’Abe1 (3.2) la substitution a = 1, 
Xl = 1 etx2 = 1, on obtient une identite “remarquable” 
2(n+ 2)“-l= c (;) (k + l)k-’ (n - k+ l)n-k-l 
k 
qui n’est autre que l’egalite de deux expressions distinctes du cardinal de 
l’ensemble E de fonctions utilise dans la preuve. 
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Proposition 3.7 (Autre forme de l’identitk d’Abe1). On a 1 ‘identiti 
(3.5) (x1 +x2 + na)n = C (i)xl (x1 + ka)k-’ (x2+ (n-k)a)n-k 
k 
Preuve. Le schema de la preuve est le meme que celui de la proposition 
prkkdente: on va faire apparaitre une autre forme de la formule de 
Hurwitz dont l’identitk ci-dessus ne sera qu’un cas particulier. 
On considke l’ensemble E de fonctions de Fn+* ayant un point fixe 
en 1 et un autre en 2. D’aprks les propri&s du codage de Foata-Fuchs, 
on a q(E) = 12 [n+21n, doncP&, x2,. . . ,x,+~) =x1 x2(x1 +x2 f 
. . . + X,+g. 
Soit I = (II, 12) une partition de [n + 21 avec 1 E I, et 2 E 12; soit kJI 
l’ensemble des fonctions de E dont l’orbite contenant 1 est I, J si fi est 
la restriction d’une telle fonction i I,, fi sa restriction i I,, on a: 
cp(fi) = 1 1 w, w E ICard I,-2 1 si CardI > 1 , 
cp(f~)= 1 si CardI = 1 , 
cp(f2)= 2w', w' E ICard12-1 2 . 
Le lemme de factorisation est applicable et donne 
P~~=xf(X{x~: i EII}) Card11-2 x2(z{xi: i E 12})card12-1 
L’ensemble E est partition& par les E,, d’oti l’autre forme de la formule 
de Hurwitz: 
(x1 +x2 + . . . + Xn+2)n = 
= Zxl(xl + Z{xi : i E Jl})Card Jl-l (x2 +C{xi: i E J2})Card J2 
oti la sommation est etendue i toutes les partitions de (3, 4, . . . , n + 2 } 
en deux parties J, et J,. 
L’identite (3.5) est obtenue en faisant x3 = xq = . . . = x~+~ = a. 
Proposition 3.8 (Formule de Cauchy). On a Z’identitk 
c (i)(x+ka)k (y+(n-k)a)n-k= c (~)k!ak(x+y+na)n-k 
k k 
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Preuve. Soit E l’ensemble des fonctions de Fn+2 ayant deux orbites et - - 
telles que les entiers n + 1 et n + 2 sont r&currents et appartiennent a des 
orbites distinctes. Le calcul dy polynome enumerateur de E par nombre - - 
d’occurrences des lettres n + 1 et n + 2 en utilisant deux partitions dis- 
tinctes de E, va fournir chaque fois un membre de l’identite de Cauchy. 
Danslasuiteonposerax=~,+~,y=x,+~ eta=xr =x2=...=xn. 
Partitionons E en Eo, E,, . . . , En la partie E, etant l’ensemble des fonc- 
tions de E telles que Z’orbite contenant n + 1 a k + 1 elements. La restric- 
tion d’une fonction de E 6 une de ses orbites etant une fonction inde- 
composable, on a, par la Proposition 3.3 et le lemme de factorisation, 
pourk=O, l,..., n, 
P~~((x,y)=(~)x(x+ka)~y(y+(n-k)a)n-k. 
Partitionnons maintenant E en EA, E;, . . . , EA la partie E; etant 
l’ensemble des fonctions de E telles que le cycle contenant n + 1 a k + 1 
elements recurrents. Le codage de Foata-Fuchs d’une fonction de Ei 
est de la forme 
n+lwl n+2w2, 
oh w1 est un mot de la longueur k, ne contenant ni n7 ni n + 2 et oti 
toutes les lettres sont distinctes, et w2 appartient a [n + 2]n-k. Recipro- 
quement, tout mot de cette forme est le codage de Foata-Fuchs d’une 
fonction de EL. 
Du Lemme 2.2 on de’duit que pour tout k = 0, 1, . . . , n, on a 
pEi, (x, JJ) = x (;) k! ak y (x +y + na)n-k . 
On obtient la formule cherchee en regroupant les resultats dans la for- 
mule 
P&9 Y) = c pE,(x,Y) = c pE’I((x, Y) - 
Olk<n O<k<n 
4. IdentitCs d’Abel-Rothe 
Les preuves donnees dans cette section sont analogues a celles de la 
section precedente sauf qu’elles ne font pas appel au codage de Foata- 
Fuchs mais uniquement a des proprietes simples de la famille des fonc- 
tions decroissantes. 
On dira qu’une fonction f~ F, est de’croissante si f(x) 5 x pour 
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tout x dans [n], et on otera D,* l’ensemble de ces fonctions. On peut 
facilement verifier que les fonctions de’croissantes sont acycliques et 
que 1 est un point fixe. On appellera arborescence dkcroissante toute 
fonction decroissante ayant un seul point fixe et on notera 0; l’ensemble 
des arborescences decroissantes de D,. 
Avec la convention de la Section 2, on remarque que D, = 
[ll La... [n] et que 0: = PI HI WI [31... [n - 11; alors la preuve 
de la proposition suivante est immediate: 
Proposition 4.1. Le polynhme humkrateur de D, (respectivement 0;) 
est 
x1(x1 +x2) . . . (x1 +x2 + . . . + Xn) 
(respectivement x:(x1 +x2) . . . (x1 + x2 + . . . + xn_l>). 
Par une construction analogue a celle employee pour la preuve du 
Corollaire 3.2, on peut montrer la 
Proposition 4.2. Le polynhme &urn&-ateur de D, par nombre de points 
fixes est le polyn6me factoriel 
x(x +a) . . . (x+(n- 1)a). 
Dans la suite on notera [xln ce polynGme, avec la convention [x]O = 1. 
Remarque 4.3. Le polynome factoriel [xln est aussi le polynome e’num- 
erateur du groupe symetrique Sn par nombre de cycles. En fait, on peut 
construire une bijection de D, sur S, qui envoie les restrictions a ses or- 
bites d’une fonction decroissante sur les cycles de la permutation corre- 
spondante, done qui conserve les orbites. 
Proposition 4.4 (Formule d’ Abel-Rothe). On a l’identitk 
b+ VI” =C(;) [XP [Yin-k - 
Preuve. Elle est calquee sur le schema de celle de la formule de Hurwitz. 
Soit E l’ensemble des fonctions de Dn+* dont les seuls points fixes sont 
1 et 2. Avec la convention utilisee dans cet article on peut ecrire 
E= 12[2] [3] . . . [n+l]. 
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Le polynome enumerateur de E par nombre d’occurrences des lettres 
1 et 2 est alors, en posant x1 =x, x2 = y, x3 =x4 = . . . = x,+~ = a, 
(4.1) PE (x, y) = xy (x +y)(x+y +a). . .(x+y+(n - 1)a) = xy [x +y]“. 
On a done obtenu, au facteur xy pres, le premier membre de la formule 
d’ Abel-Rothe. 
Soit I = (I,, 12) une partition de [n + 21 telle que I1 contient 1 et I, 
contient 2. Soit E, l’ensemble des fonctions de E telles que l’orbite con- 
tenant 1 est I, et l’orbite contenant 2 est I,. Quand I parcourt l’ensemble 
de ses valeurs possibles, les ensembles E, forment une partition de E et 
on a 
(4.2) PE = c PEi . 
I 
Pour un I fix& appelons E, (respectivement E2) I’ensemble des ar- 
borescences decroissantes sur I, (respectivement I,) (c’est-a-dire les ap- 
plications f de I, dans lui-meme telles que f(x) < x si x # 1 (respective- 
ment x # 2) et f( 1) = 1 (respectivement f(2) = 2)). 11 est clair que EI 
est l’ensemble des fonctions dont la restriction a I, (respectivement 12) 
est dans E, (respectivement E2). On peut alors appliquer le lemme de 
factorisation et on a 
(4.3) &-r = PE, PE . 
2 
Si I, = il, i,, i,, . . . , i, 1 et I2 = r2, jl, j2, . . . , jn_J, alors PE est un poly- 
nome en les variables x1, xi,, Xi , . . . , xik et PE2 est un poly’nbme en les 
variables x2, xi , xi 
obtient une foilmu 1 
, . . . , x~~_~. 2En regroupant (4.1), (4.2) et (4.3), on 
e du type de Hurwitz formee de polynomes factoriels. 
Cette formule, pour laquelle nous n’avons pas d’expression simple, se 
simplifie si on pose x3 = x4 = . . . = x,+2 = a. Alors, par la Proposition 4.1, 
on a, avec k= CardIr - 1, 
PE2(x2) = XI (x2 + a) . . . (x2 + (n - k - 1)a) =x2 [x21nwk . 
D’oh la formule d’Abel-Rothe. 
Proposition 4.5 (Autre for-me de l’identite d’Abel-Rothe). Si on pose 
qn(x) = [x + a]* et x q_,(x) = 1, on a l’identiti 
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Preuve. La preuve est analogue A celle de la Proposition 3.7 et B celle de 
la proposition pr&dente, en appelant E l’ensemble des fonctions de 
D n+2 dont 1 et 2 sont points fixes. Elle ne sera pas reproduite. Notons 
cependant qu’on obtient une autre formule du type de celle de Hurwitz 
contenant des polyn6mes factoriels. 
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